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When dealing with the continuous space problems, the traditional Q-iteration algorithms based on lookup-table 

or function approximation converge s lowly and are diff   lt to get a continuous policy. To overcome the above weak-

nesses, an on-policy TD algorithm named DFP-OPTD was proposed based on double-layer fuzzy partitioning and its 

convergence was proved. The first layer of fuzzy partitioning was applied for state space, the second layer of fuzzy parti-

tioning was applied for action space, and Q-value functions were computed by the combination of the two layer fuzzy 

partitioning. Based on the Q-value function, the consequent parameters of fuzzy rules were updated by gradient descent 

method. Applying DFP-OPTD on two classical reinforcement learning problems, experimental results show that the algo-

rithm not only can be used to get a continuous action policy, but also has a better convergence performance.
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：针对传统的基于查询表或函数逼近的 值迭代算法在处理连续空间问题时收敛速度慢、且不易求解连续

行为策略的问题，提出了一种基于两层模糊划分的在策略时间差分算法 ，并从理论上分析其收敛

性。算法中第一层模糊划分作用于状态空间，第二层模糊划分作用于动作空间，并结合两层模糊划分计算出 值

函数。根据所得的 值函数，使用梯度下降方法更新模糊规则中的后件参数。将 应用于经典强化学

习问题中，实验结果表明，该算法有较好的收敛性能，且可以求解连续行为策略。

：强化学习；在策略；梯度下降；两层模糊划分；连续行为策略

： ： ：

强化学习 是一种通

过 与环境进行交互学习，以获得最大累计奖

赏值的机器学习方法 。通常基于马尔科夫决策过

程 来定义强化学习

问题的一般框架。当强化学习问题满足 框架

时，可以采用诸如动态规划

、蒙特卡罗 和时间差分

等类型的算法求解最优行为策

略。

传统的强化学习方法一般用于求解小空间或

离散空间的问题 。通过查询表 存储

所有的状态或者状态动作对所对应的值函数，在学
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习过程中不断地修改表项的值直至收敛，最终求得

问题的最优行为策略。这类方法虽然能够有效地解

决一些简单的任务，但不适用于求解大空间或连续

空间的问题。目前解决此类问题最常用的方法是将

函数逼近与强化学习算法相结合。通过采用带有一

组参数的近似函数来描述强化学习中的值函数，使

学习到的经验信息能够从状态空间子集泛化至整

个状态空间。 根据此近似函数选择最优动作

序列 。当前已有多种函数逼近方法应用于强化

学习问题。 等人于 年提出了梯度

学习算法，该算法将 学习

算法与线性函数逼近相结合，同时引入一个与

误差相关的新的目标函数 。

等人于 年提出一种基于在线自适应

编码的线性函数逼近算法，通过实验验证了算法的

有效性 。 等人于 年提出利用增量式

概率神经网络来逼近强化学习问题的值函数，可以

较好地求解连续状态空间的问题 。

上文所述及目前常见的基于函数逼近的强化

学习算法通常收敛速度较慢，而且一般只能用于求

解离散行为策略 。基于模糊推理系统

的强化学习算法通过引入先验知

识，不仅可以有效地加快求解连续空间问题时的收

敛速度，还能获得连续行为策略 。 等

人提出了模糊插值 学习算法，可以用于求解连续

空间问题，但算法的性能较依赖于先验知识 。

和 将 与 学习算法相

结合，利用先验知识并构造全局近似器，有效地加

快了收敛速度，但该算法不能用于求解连续行为策

略 。 等人提出的模糊 算法，

在不影响算法性能的情况下可以有效地减小状态

空间的规模，进而加快收敛速度，但该算法应用于多

维状态空间问题时，更容易出现“维数灾”问题 。

等人提出的基于二型模糊逻辑的自组织 学

习算法，对于噪声干扰有很强的顽健性，但时间复

杂度较高，且不能保证收敛 。

虽然基于模糊推理系统的强化学习算法已经

可以有效地加快收敛速度，但传统的基于一个模

糊规则库的、并可用于求解关于状态的连续行为

策略的 值迭代算法，依旧存在由于某些原因而

导致收敛速度慢的问题：算法的某一轮迭代会出

现状态动作对所对应的 值不唯一的情况。若算

法进入下一轮迭代时，需要用到的状态动作对的

值恰好是上述 值不唯一的情况。已有的此类

算法会简单地随机选择一个状态动作对所对应的

值，而并没有固定的选择策略，或者固定选择

策略也不一定有效。由于算法在整个的迭代过程

中会多次出现这种情况，这会较大地减缓该类型

算法的收敛速度。

针对传统的基于查询表和一个规则库的 值

迭代算法收敛速度慢的问题，本文提出一种基于两

层模糊划分的在策略时间差分算法

，并在理论上证明其收敛。算法在进行 次模

糊划分时，首先在第一层将连续状态空间进行模糊

划分，同时求得连续动作；其次，在第二层将第一

层求得的连续动作进行模糊划分，同时求得 值函

数；最后，使用梯度下降方法，更新两层模糊划分

共同的规则后件参数。将 算法应用于倒

立摆问题中，实验结果表明， 可以获得

连续行为策略，且具有较好的收敛性能。

在强化学习框架下， 与环境交互构成一个

有限的 ，该 可描述为一个四元组形式
，其中：

为所有状态的集合，且 为 在

时刻所处的状态；
为所有动作的集合，且 为 在

时刻所采取的动作；
为奖赏值函数，表示 时刻的

状态 ，在采取动作 并转移到状态 时，

所获得的立即奖赏 ，此外，用 表示以

为均值的分布所产生的随机奖赏；

为状态转移函数，其中

表示状态 在采取动作 时转移到 的

概率。
强化学习中的策略 是从状态空间 到

动作空间 的映射， 。它表示在状态 处
选择动作 的概率。利用策略 可以求解出状

态值函数 值函数 或动作值函数 值函数 。

强化学习的目标是求解最优行为策略 ，它是

最优值函数的贪心策略，且在所有的策略中满足

≥ 。在最优策略 下，最优

值函数满足式 ，最优 值函数满足式 ，为
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当 和 已知时，可以采用动态规划算法求解

最优行为策略；当 和 未知时，则可以采用

类型的算法求解最优行为策略，例如离策略的 学

习算法和在策略 的 算法。

定义 是一个有界的 约束 主要是对状态

空间、动作空间、奖赏值以及值函数空间的界定 ，

本文所有的算法都满足该定义。

已知 和 都是

有限集合，令 表示状态动作集合，即 ，
则 也 为有 限集 合； 奖赏 值函 数 满 足

≤ ≤ ； 的边界因子 ，

其中， 为折扣因子，且对于 及 ，

≤ ≤ 和 ≤ ≤ 成立。

由文献 可得，模糊规则库的输出可以用
作 值函数的逼近器。当前有多种类型的模糊规

则 ，其中， 形式的规则如式 所示，描述

了规则的输出和输入部分的关系为

其中， 是规则的下标， 表示规则库中

的第 条规则， 表示 维输入参

数。 是第 条模糊规则中对应于第 维输入变量

的模糊集，每一个模糊集 都由一个隶属度函数
定义。 是输出变量，且

是以 为自变量的多项式函数。

当系统输入精确值 时，可以计

算它在第 条规则下的激活强度 运算规则为

积运算 为

将 用于计算模糊规则的输出值，以激活

强度 为权重，与其对应的后件值 相乘并求

和，可以得到最终的输出值为

通常采用 作为模糊规

则库用于逼近目标函数时的逼近误差。当规则集合

达到最优逼近效果时，其所有模糊规则后件值所构

成的向量值 为

其中， 为目标函数， 为逼近函数。

在 框架下，使用两层模糊划分相对应的
两层模糊规则库以计算 值函数。

使用两层糊规则库逼近 值函数的框架如图

所示，其中左框内的模糊规则库

以状态为输入，通过 获得的连续动作

为输出；右框内的模糊规则库

以从 中获得的连续动作为输入，通过

获得的连续动作的 值分量作为输出；最后，

通过将两层模糊规则库输出部分相结合，逼近在状
态 时采取连续动作 的 值函数。

图 使用两层模糊规则库逼近 值函数的框架

两层模糊划分的主要内容如下所述。

模糊规则库 中的模糊规则如下

；

其中， 为状态， 为第 条模糊

规则中的第 个离散动作。 个离散动作由动作空

间划分而成， 为第 条模糊规则中对应于第 个

离散动作的 值分量。当输入状态为 时，第 条

规则的激活强度为
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在被状态 激活的规则 中，根据 的大小，

用 动作选择策略从 个离散动作中选出一
个动作，该动作称为激活动作，用 表示。因而，结

合式 ，可以得到状态为 时的连续动作 为

把 称为连续动作的原因是 的变化是

关于状态 连续的，它并非指的是状态 可以选择

到连续动作空间中的任意动作。为简化式 ，正则
化激活强度 ，可得

则式 可写为

模糊规则库 中的模糊规则如下

中规则的构建依赖于 ，其 条规
则中的规则 以 中的第 条规则为基础：

前件部分的 为模糊集，它以 中第 条规则

的第 个动作为模糊中心，并用隶属度函数

描述；后件部分的 与 中规则后件的 一

一对应。
将从 中得到的连续动作 作为

中规则的输入，可以激活 条 中的规则。通

过 的规则的输出，可以得到 中第 条

规则所对应的 值分量 为

与推导公式 的方法相同，正则化式 中的
隶属度函数 ，得到 为

则式 可写为

由式 可得， 的激活规则 所求得的

值分量为 ，则对 中所有的激活

规则，可以得到在状态 下执行连续动作 时的

值为

由式 可以看出， 值的大小取决于两层

中的模糊集和共同的后件变量 。由于模糊

集是作为先验知识提前设定的，且在算法中不做改
变，因而要得到收敛的 值，需要在算法执行过程

中更新 ，直到收敛。

为使 逼近 值函数时的逼近误差最小，即

参数向量 满足式 ， 利用梯度下降
方法，结合计算 值函数的

方程，更新两层 的共同后件参数向量 为

其中， 是 误差。令

，结合后向 算

法 ，可以得到参数更新公式为

其中， 是步长参数， 表示 时刻 值

函数对参数 求偏导数之后得到的梯度值 ，根据

式 可以求得 中每一维在 时刻的梯度值为

其中， 。

则式 可进一步表示为
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基于文献 中的在策略 算法，结合本文

节描述的内容，得到算法 。该算法不仅

可以解决强化学习中连续状态、离散动作空间的问

题，还可以解决连续状态、连续动作空间的问题。

算法 为 的学习流程。

基于双层模糊划分的 算法

初始化参数向量 ，步长参数

对每一个情节 ：

初始化状态
根据式 计算

根据 策略选择激活动作

根据式 选择状态为 时的执行动作
根据式 计算

根据式 计算值函数

对情节中的每一步

执行动作 ，获得下一状态 和立

即奖赏

根据 策略选择激活动作

根据式 选择状态为 时的执行

动作
根据式 计算

根据式 计算

根据式 计算值函数

为终止状态

运行完设定情节数目或满足其他

终止条件

在文献 和文献 中，针对在策略
算法在使用线性函数逼近时的收敛性做

了详细的分析，当该类型的算法满足一定的假设和

引理时，可以以 的概率收敛。 正是一
种使用线性函数逼近的在策略 算法，当该算法

满足文献 中定义的证明算法收敛所需的假设和

引理时，即可说明其收敛。本文不再赘述对其收敛
性的详细证明。

中的状态转移函数和奖赏函数都

服从稳定的分布。

依赖的马尔科夫链具有不可

约性和非周期性，且算法的立即奖赏和值函数有界。

首先证明其不可约性。根据马尔科夫过
程的性质，如果一个马尔科夫过程的任意 个状态
可以相互转移，则它具有不可约性 。

用于解决满足 框架的强化学习问题，且该
满足定义 。因而对于该 中的任意状态
，必定存在一个 满足 ≥ ，这表明状

态 可以被无限次访问。因而可得每一个状态都可

转移到任意的其他状态。因此， 依赖的
马尔科夫链具有不可约性。

其次证明其非周期性。对于不可约的马尔科夫

链，仅需证明某一个状态具有非周期性，即可证明

整个马尔科夫链具有非周期性。而证明一个状态具

有非周期性，只需证明该状态具有自回归性 。在

依赖的 中，对于状态 ，必定存
在一个 满足 ，它表明了状态 具有自

回归性，由此可得该 具有非周期性。因此，

依赖的马尔科夫链的非周期性得证。

最后证明其立即奖赏和值函数有界。由文献

可知，值函数是折扣的累计回报函数，即满足

。又由定义 可得，

奖赏值函数 有界，且 ≤ ≤ ， 为一个

非负数。因而有

由不等式 可以得出，值函数 有界。

综上所述，引理 得证。

对每一个隶属度函数 都存在唯一的状
态 ，使 ，而其他的隶属度函

数在状态 处的隶属度值都为 ，即有

。

的基函数有界，并且基函

数向量线性无关。
首先证明其基函数有界。由

和 可得

≤

其中， 为无穷范式。已知 的基函数

为 ，又由不等式 可得，
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的基函数有界。

其次证明基函数向量线性无关。为使

的基函数向量线性无关，令算法所使用的基函数满足

条件 ，其函数形式如图 所示。由文献 可得，

当满足条件 时，基函数向量线性无关。
可以将条件 的要求适当地放宽，使 在

状态 处的隶属度为一个较小的值，例如标准差较小

的高斯隶属度函数。将该隶属度函数用于

中，通过数次实验可得 同样可以收敛，

但目前还不能对该收敛性给出理论的证明。

综上所述，引理 得证。

的步长参数 满足

所用的步长参数 ，

其中， 为时间步。使用牛顿幂级数展开 可

以得到

其中， 为欧拉常数。又因为 为递

增函数，所以当 时，满足 。

不等式 中的不等式部分可通过归纳法证

明，因而当 时，满足 。

由式 和不等式 可以得出， 所

用的步长参数满足式 ，即引理 得证。

在假设 的条件下，若 满

足引理 引理 ，则算法以 的概率收敛。

由文献 可以得出，在假设 成立的条

件下，在策略 算法在使用线性函数逼

近时，如果满足引理 引理 ，该类型的算法收敛。

满足假设 的算法 是一种利用线性函数

逼近的在策略 算法，且该算法对引理 引理

成立。因而可以得出， 以 的概率收敛。

本文以强化学习中经典的情节式问题——倒立

摆问题为例，验证 的收敛性能和求得的

连续行为策略的作用。

倒立摆问题的示意如图 所示，一个可以左右

移动的小车位于水平面上，上面放置一根底端与小车

相连且可以在一定角度范围内自由转动的硬质杆，其

任务是通过小车的水平移动使硬质杆可以在一定的
角度范围内 竖立于垂直方向。同样将该

问题建立为一个 模型：系统的状态是 个二维

变量，用硬质杆与垂直方向的夹角 和硬质杆的角

速度 表示，即 ，且有

和 ；系统的动作为施加在小车

上的力，其取值范围为 。此外，施加的

力上有外力的随机扰动，该外力服从 的

均匀分布。系统的动力学特性描述为

其中， 为重力加速度， 为硬

质杆的质量， 为小车的质量， 为

硬质杆的长度，常数 。系统的奖赏

变化取决于状态的变化，在每一个时间步下，当硬

质杆与垂直方向的角度不超过 时，会收到大小

为 的立即奖赏。而超过 时收到的立即奖赏为

，同时该情节结束。

图 倒立摆

将 算法与 等人提出的

算法 进行比较。设置 所需

的参数，用三角隶属度函数作为 和 的

模糊集的隶属度函数式 除了状态的定义域不同，夹

角和角速度的模糊隶属度函数形式如图 所示 ：分

别采用 个模糊中心等距的模糊集对二维的连续

状态空间的每一维进行三角模糊划分，模糊集的个

数为 ；同理，用 个模糊中心等距的模

糊集对连续动作空间进行三角模糊划分，模糊集的

个数为 。其他参数设置为 ， ，
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。 中采用 个 的 来

划分状态空间，参数设置依据文献 中给出的最优
实验参数： ， ， ， 。

图 三角隶属度函数

， 针对倒立摆问题进行

次独立仿真实验的结果如图 所示，图中横坐标表示

情节数，纵坐标表示硬质杆竖立于垂直方向及两侧的

一定角度范围内所用的平均时间步。分析图 可得，

在收敛性能上明显优于 。

图 种算法收敛性能的比较

种算法的详细性能比较如表 所示，其中，

以 的一个平均迭代步所需的时间作为

基准时间。

算法
算法收敛所需情节数 算法一个迭代步

的平均时间最小情节数 平均情节数

图 描述的分别为 和

这 种算法在时间步增大的过程中，硬质杆与垂直

方向的角度变化情况。其中， 基于离散

动作， 基于连续动作。从图中可以清晰

地看出， 所获得的连续行为策略可以使

硬质杆摆动的角度只在较小的范围内变化，而

所获得的离散行为策略会使硬质杆在较

大的角度范围内摆动，这说明了 求得的

策略的稳定性优于 。因而，

更适用于求解对策略稳定性要求较高的问题。

图 分别使用上述 种算法时，硬质杆的角度 的变化情况

本文针对传统的强化学习算法中使用查询表或

者函数逼近时收敛速度慢且不易获得连续行为策略

的问题，提出一种基于两层模糊划分的强化学习算法

。该算法先将状态进行模糊划分，再

将第一层模糊规则库所输出的连续动作，作为第二层

模糊规则库的输入，同时对动作进行模糊划分。最
后将这两层模糊规则库相结合以得到逼近的 值函

数。以该逼近的 值函数与真实 值函数的差值平

方作为逼近误差，使用梯度下降方法更新 个模糊

规则库中规则的共同后件值。将该算法与其他 种

较新的相近算法应用于强化学习中经典的倒立摆问

题中，通过实验数据分析可以得到，相比于已有的

只使用一层模糊划分的强化学习算法，

虽然增加了时间复杂度，但需要较少的收敛步数。

相比于基于查询表或者其他的函数逼近方法，

有更好的收敛性能，且可以获得连续行为策略。

的性能主要依赖于两层模糊划分，

而模糊规则库的逼近性能主要取决于模糊集的隶

属度函数和模糊规则的个数。本文将隶属度函数和

规则个数作为先验知识给出，且在算法执行过程中

不做改变。为了获得更好的收敛性能，下一步将考

虑使用合适的优化算法，使 能在运行的

过程中不断优化隶属度函数，并且能够自适应地调
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整模糊规则的条数。
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